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-I زوجية دالة عددية:  
 :أنشطة -)1
 :01تمرين •

  : في كل حالة من الحالات التالية fأدرس زوجية الدالة العددية

( ) ( ) 3
2

11 : f x x
x

= )  و + ) ( ) 3
3

12 : f x x
x

= )  و − ) ( ) 3
3

13 :
1

f x x
x

= +
−

  

( ) ( ) ( )24 : 2 3 3f x x x x= − + + )  و − ) ( )5 : 3 3 2 3 2f x x x x= − − + +  

( ) ( )
3

26 :
2 3
xf x

x x
=

− −
)  و  ) ( ) 27 : 6f x x x= − + +.    

 :02تمرين •
):  بحيث  \  دالة دالة زوجية معرفة علىfلتكن ) 3 2f x x=    .\+ منx لكل−

)أنشىء المنحنى. 1 )fCفي معلم متعامد و ممنظم ( ), ,O i j
G JG

.   

)عبر عن. 2 )f xلكل xمن −\.   

 :03تمرين •
  : بحيث \ دالة فردية معرفة على gلتكن       

                        ( )
3; 1

2 ; 1 0
x x

g x
x x
+ ≤ −⎧

= ⎨− − ≤ ≤⎩
.    

)أنشىء المنحنى. 1 )gCفي معلم متعامد و ممنظم ( ), ,O i j
G JG

.   

)عبر عن. 2 )g xلكل xمن +\.   

  :ملخص -)2
 :تعريف •

  : دالة زوجية إذا كان f ، نقول إنfD دالة عددية مجموعة تعريفهاfلتكن

( ) ( )
fx D

f x f x
− ∈⎧⎪
⎨ − =⎪⎩

   .fD منx  لكل

:  دالة فردية إذا كان fو نقول إن
( ) ( )

fx D
f x f x
− ∈⎧⎪
⎨ − = −⎪⎩

   .fD منx لكل

 :ملحوظة •
0ية و كان دالة فردfإذا كانت fD∈ فإن  :( )0 0f ) ، وهذا يعني أن= )fC يمر 

  .بالضرورة من أصل المعلم 
 :01خاصية •

)ليكن )fCمنحنى دالة عددية fفي معلم متعامد ( ), ,O i j
G JG

.   

) دالة زوجية إذا و فقط إذا كان منحناهاfتكون )fCمتماثلا بالنسبة لمحور الأراتيب ( )Oy.   

) دالة فردية إذا و فقط إذا كان منحناهاfو تكون )fCمتماثلا بالنسبة لأصل المعلم O.   

 :04تمرين •
  : بما يلي \ المعرفة على h وg وfنعتبر الدوال العددية

( ) ( )2f x x x= − )  و + ) ( )2g x x x= )  و − ) ( )2h x x x= −.    

)أنشىء المنحنى. 1 )fCفي معلم متعامد و ممنظم ( ), ,O i j
G JG

.   

  . دالة فردية h دالة زوجية وgبين أن. 2

):  بين أن .3 ) ( )g x f x= و  ( ) ( )h x f x=    .\− منx لكل−

) ثم أنشىء  )gC و ( )hC في المعلم ( ), ,O i j
G JG

) إنطلاقا من )fC.   

-II مقارنة دالتين عدديتين:  
  :الدالة الموجبة و الدالة السالبة -)1     
 :تقديم •

):  المعرفة بمايلي fنعتبر الدالة العددية ) 3 2 1f x x x= − + +.    

  .هيا يتم تحديده ، ثم إستنتج تعميلا لها  تقبل جذرا بديfبين أن الحدودية. 1
)أنشيء جدولا تحدد فيه إشارة . 2 )f xلكل xالمتراجحة \ ، ثم حل في\ من : 

( ) ( ): 0I f x ≥  

  .fD جزء من مجموعة تعريفهاD دالة عددية وfلتكن    :تعريف •
0f:  و نكتب D موجبة علىfنقول إن -         : إذا كان D على≤

                                           ( ) 0f x     .D منx  لكل≤

0f:  و نكتب D سالبة علىfو نقول إن -       : إذا كان D على≥
                                         ( ) 0f x     .D منxلكل  ≥
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 :20خاصية •
)ليكن )fCمنحنى دالة عددية fفي معلم متعامد ( ), ,O i j

G JG
.   

) إذا و فقط إذا كانfD موجبة علىfتكون الدالة )fCفوق محور الأفاصيل   

) إذا و فقط إذا كانfD سالبة علىfو تكون )fC تحت محور الأفاصيل .  

 :05تمرين •

):  المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية )
2

2

6 5
6

x xf x
x x
− +

=
− + +

.    

   .fلة ، ثم أنشىء جدولا تحدد فيه إشارة الداfDحدد. 1
  . بالنسبة لمحور الأفاصيل fإستنتج الوضع النسبي لمنحنى الدالة. 2

  :مقارنة دالتين عدديتين -)2
 :تعريف •

f جزء منD و دالتين عدديتينg وfلتكن gD D∩.      

f:  و نكتب D علىg أصغر من أو تساويfنقول إن g≤على D إذا كان :  
0g f−    .D على≤

f:  و نكتب D علىg أصغر قطعا منfنقول إن g≺على D إذا كان :  
0g f−    .D على;

 : في كل حالة من الحالتين g وfقارن الدالتين العدديتين: مثال •

( )
( )
( )

2

3 2

1
1 :

3 2 1

f x x x

g x x x x

⎧ = − + −⎪
⎨

= − + −⎪⎩
)  و  ) ( )

( )

3 2

2

1
2 : 1

1

x xf x
x

g x x

⎧ + −
=⎪

−⎨
⎪ = +⎩

.    

 :06تمرين •
  :  المعرفتين بما يلي g وfقارن الدالتين العدديتين. 1

( )
( )2

1 4
1 6

xf x
x

+
=

+
)  و  ) ( )21 5

1 2
x

g x
x

−
=

−
.    

  : حيث B وAقارن العددين. 2

( )2
1,0000004
1,0000006

A   و =
( )20,9999995

0,9999998
B =.   

 :03خاصية •
   .D معرفتين على مجموعةg وfنعتبر دالتين عدديتين

)كان إذا و فقط إذا D علىg أصغر من أو تساويfتكون )fCتحت ( )gCعلى D.   

 :07تمرين •

):  المعرفة بما يلي fحدد وضع منحنى الدالة العددية )
21 1xf x

x
+ −

   بالنسبة=

)للمستقيم )Dعادلته  الذي م :
2
xy =.    

  :الدالة المكبورة و الدالة المصغورة -)3
 :تقديم •

):  المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية )
2

2

3
1

x xf x
x
−

=
+

.    

): بين أن  )1 3
2 2

f x− ≤   . ، ثم اعط تأويلا هندسيا لهذه النتيجة  \ من x  لكل≥

 :تعريف •
   عددين حقيقيين m وMليكن

):  إذا كان M مكبورة بالعددfنقول إن )f x M≤لكل  xمن fD.    

):  إذا كان m مصغورة بالعددfنقول إن )f x m≥لكل  xمن fD.    

  .نقول إنها دالة محدودة  مكبورة و مصغورة fانتإذا ك
 :أمثلة •

:   الدالة -
2

2

3:
1

x xf x
x
−
+

  مكبورة بالعدد 6
3
2

 و مصغورة بالعدد 
1
2

−   

  . إذن فهي دالة محدودة 
    .0 ، والدوال الموجبة مصغورة بالعدد 0عدد  الدوال السالبة مكبورة بال-

 :40خاصية •
) إذا و فقط إذا كان منحناهاM مكبورة بالعددfتكون الدالة العددية )fCم تحت المستقي  

y: الذي معادلته  M=.    

) إذا وفقط إذا كانm مصغورة بالعددfو تكون )fC فوق المستقيم الذي معادلته  :y m=.   
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  كون تحت محور الأفاصيل و منحنى دالة موجبة يكونمنحنى دالة سالبة ي: بصفة خاصة 
  .فوق محور الأفاصيل 

 :05خاصية •
  : يحقق α دالة محدودة إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي موجب قطعاfتكون

( )f x α≤لكل  xمن fD.    

 : بما يلي \ المعرفتين على g وfنعتبر الدالتين العدديتين  :08تمرين •

( ) 2

2
4

xf x
x

=
+

)  و  )
2

2

4
4

x xg x
x
−

=
+

.    

): بين أن . 1 ) 1
2

f x   .  ، ثم اعط تأويلا هندسيا لهذه النتيجة \ من x  لكل≥

) دالة محدودة ، و أنgإستنتج ان. 2 )gCمحصور بين مستقيمين يوازيان ( )Oy يتم 

  .تحديد معادلتيهما  
-III الدوال الدورية:  

  :تعريف -)1
  . عدد حقيقي موجب قطعا T وfD دالة عددية مجموعة تعريفهاfلتكن
  : هو أصغر عدد حقيقي موجب قطعا يحقق T إذا كانT دورية دورهاfنقول إن

( ) ( ) ( )
;f fx T D x T D

f x T f x f x T
+ ∈ − ∈⎧⎪

⎨ + = = −⎪⎩
    .fD منx  لكل

 :أمثلة •

:  لدينا -
( )
( )

cos 2 cos

sin 2 sin

x k x

x k x

π

π

+ =⎧⎪
⎨

+ =⎪⎩
    .[ منk و لكل\ منx  لكل

cosإذن الدالتين  : cosx x6و sin : sinx x6 2 دوريتين دورهماT π=.   

):  لدينا - )tan tanx k xπ+ / منx لكل=
2

n nπ π⎧ ⎫− + ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

\    .[ منk و لكل[

tanإذن الدالة  : tanx x6 دورية دورها T π=.    
    ،\* منaو بصفة عامة لكل -

:الدالتين  cosu x ax6و : sinv x ax6 دوريتين دورهما 
2T
a
π

=.    

:و الدالة  tanf x ax6 دورية دورها T
a
π

=.    

  :خاصيات -)2
 :07خاصية •

  : فإن T دالة دورية دورهاfإذا كانت

( ) ( )
fx kT D

f x kT f x
+ ∈⎧⎪

⎨ + =⎪⎩
    .[ منk و لكلfD منx  لكل

 :ملحوظة •
kTالأعداد kT=حيث *k    رتابتها ، و يكفي دراسةf تسمى أدوارا للدالة[∋

   )  .fدور الدالة(  ، T سعتهfD منED منحناها على جزءو تمثيل

 :مثال •
):  المعرفة بما يلي fنعتبر الدالة العددية ) ( )sin 3 cosf x x x=.    

,0 ، ثم إستنتج أنه يمكن دراستها فقط على المجال π دورية دورها fبين أن الدالة
2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
.   

-IV ف دالة عدديةمطار:  
  :أنشطة -)1   

 :09تمرين •
  : بما يلي \ المعرفتين علىg وfنعتبر الدالتين العدديتين      

( ) 24 12 5f x x x= − )  و + ) 2 6g x x x= − + +.    

   تقبل قيمة قصوى مطلقةg تقبل قيمة دنيا مطلقة يتم تحديدها و أن الدالةfبين أن الدالة
  .يتم تحديدها 

 :10تمرين •
  : بما يلي \ الدالة العددية المعرفة علىf    لتكن

                        ( )
1 ; 1

3; 1 2
2 9; 2

x x
f x x x

x x

− ≤ −⎧
⎪= + − ≤ ≤⎨
⎪− + ≥⎩

  

)أنشىء  )fCفي معلم متعامد و ممنظم ( ), ,O i j
G JG

  . و طبيعتها fف ، ثم إستنتج مطار
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  :ملخص -)2
 :تعريف •

   .fD عنصر من0x وfDمجموعة تعريفها دالة عددية fلتكن

0x بحيثI أدنى نسبي إذا وجد مجال مفتوح0x تقبل عندfنقول إن I∈  

)و  ) ( )0f x f x≥لكل xمن I.   

0x بحيثI نسبي إذا وجد مجال مفتوحقصى أ0x تقبل عندfو نقول إن I∈  

)و  ) ( )0f x f x≤لكل xمن I.   

  :مطلق إذا كان ) أقصى : على التوالي (  أدنى 0x تقبل عندfو نقول إن

( ) ( )0f x f x≥لكل xمن fD.   

): على التوالي (  ) ( )0f x f x≤لكل xمن fD.  (   

-V رتابة دالة عددية:  
  :أنشطة -)1
 :11تمرين •

):  بما يلي \رفة على المعfنعتبر الدالة العددية ) 2 3f x x x= −.    

   .\+ ، ثم أحسب معدل تغيرها علىfحدد زوجية الدالة. 1

  . و أنشىء جدول تغيراتها  \−ستنتج رتابتها على ، ثم إ\+ علىfأدرس رتابة. 2
  . و طبيعتها  fف الدالة حدد مطار.3

 :12تمرين •
):  بما يلي \ المعرفة علىgنعتبر الدالة العددية ) ( )4g x x x= −.    

  . و أنشىء جدول تغيراتها \ ، ثم أدرس رتابتها علىgحدد زوجية الدالة. 1
  . و طبيعتها  gف الدالة العدديةإستنتج مطار. 2

 :13تمرين •
):  بما يلي \ المعرفة علىhعتبر الدالة العدديةن ) 3 6h x x x= −.    

x بحيث\ منy وxبين أن لكل. 1 y≠ لدينا :  

 
( ) ( ) 2 2 6

f x f y
x xy y

x y
−

= + + −
−

.     

  .فها و طبيعة كل مطراف شىء جدول تغيراتها و إستنتج مطار ثم إنhأدرس رتابة الدالة. 2

  :ملخص -)2
 :الرتابة و معدل التغير •

   .fDجال ضمن مI وfD دالة عددية مجموعة تعريفهاfلتكن
  : إذا و فقط إذا كان I تزايدية قطعا علىfتكون

x بحيث I منy وxلكل y≠  :
( ) ( ) 0

f x f y
x y
−
−

;.    

  : إذا و فقط إذا كان I تناقصية قطعا علىfو تكون

x بحيث I منy وxلكل y≠ : 
( ) ( ) 0

f x f y
x y
−
−

≺.   

2ax رتابة • bx c+  :\∋a* حيث +
):  نضع \ منxلكل ) 2f x ax bx c= + +.    

x بحيث\من y وxلكل y≠ لدينا  :
( ) ( ) ( )f x f y

a x y b
x y
−

= + +
−

.   

  : هناك حالتين 

0a إذا كان- , موجب قطعا على المجالf فإن معدل تغير;
2
b
a

⎡ ⎡− +∞⎢ ⎢⎣ ⎣
   و سالب قطعا

, المجالعلى
2
b
a

⎤ ⎤−∞ −⎥ ⎥⎦ ⎦
  : الشكل التالي  يكون علىf ، و جدول تغيرات

−∞                             
2
b
a

−                              +∞  x  

  
 
 

2
bf
a

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 

f  
 

0aو إذا كان , موجب قطعا على المجالf فإن معدل تغير≻
2
b
a

⎤ ⎤−∞ −⎥ ⎥⎦ ⎦
   و سالب قطعا

,على المجال
2
b
a

⎡ ⎡− +∞⎢ ⎢⎣ ⎣
  : يكون على الشكل التالي f و جدول تغيرات ،
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−∞                              
2
b
a

−                                +∞  x  
 

2
bf
a

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

     

  

 

f  

 رتابة •
ax b
cx d

+
+

c* حيث  ) و \∋ ) ( ), 0,0a b ≠:   

 منxلكل
d
c

⎧ ⎫− −⎨ ⎬
⎩ ⎭

):  نضع \ ) ax bg x
cx d

+
=

+
.    

من y وxلكل
d
c

⎧ ⎫− −⎨ ⎬
⎩ ⎭

x بحيث\ y≠ لدينا   :  

  
( ) ( )

2

a b
g x g y c d

d dx y c x y
c c

−
=

− ⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

.     

,إذن على كل مجال من المجالين d
c

⎤ ⎡−∞ −⎥ ⎢⎦ ⎣
d, و

c
⎤ ⎡− +∞⎥ ⎢⎦ ⎣

  gر الدالة إشارة معدل تغي

هي إشارة المحددة 
a b
c d

δ   : ، و هناك ثلاث حالات ممكنة =

0δإذا كان  , تكون ثابتة على المجالينg فإن الدالة= d
c

⎤ ⎡−∞ −⎥ ⎢⎦ ⎣
d, و

c
⎤ ⎡− +∞⎥ ⎢⎦ ⎣

.   

0δو إذ كان  , تكون تناقصية قطعا على المجالينg فإن≻ d
c

⎤ ⎡−∞ −⎥ ⎢⎦ ⎣
d, و

c
⎤ ⎡− +∞⎥ ⎢⎦ ⎣

.   

0δو إذ كان  ,ى المجالين تكون تزايدية قطعا علg ، فإن; d
c

⎤ ⎡−∞ −⎥ ⎢⎦ ⎣
d, و

c
⎤ ⎡− +∞⎥ ⎢⎦ ⎣

.   

  

-VI تركيب دالتين عدديتين:  
  :صورة مجال بدالة عددية -)1
 :تعريف •

   .fD مجال ضمنI وfD دالة عددية مجموعة تعريفهاfلتكن

)المجموعة  ){ }/f x x I∈تسمى صورة المجال Iبالدالة f و يرمز له ب ( )f I.   

): إذن  ) ( ){ }/f I f x x I= ∈.    

 :مثال •
) المعرفة بfنعتبر الدالة العددية ) 2f x x= لدينا ، :  

( ) [ [2, 13 2,13f ⎡ ⎡ =⎣ [  و ⎣ ]( ) [ [4, 1 1,16f − − ]  و = ]( ) [ ]3,2 0,9f − =.    

 :14تمرين •

) : بحيث g وfنعتبر الدالتين العدديتين ) 2 2f x x x= )  و − )
2

xg x
x

=
+

.    

]: حدد جبريا صور المجالات التالية . 1 ]1,3I ] و= ]1,1J = ] و− ]0, 2K     .f بالدالة=

] : حدد جبريا صور المجالات التالية. 2 [4, 3I = − [ و− ]0, 4J  و =
3 1,
2 2

K ⎤ ⎡= − −⎥ ⎢⎦ ⎣
  

    .gبالدالة

)أنشىء في معلم متعامد و ممنظم المنحنى. 3 )fCثم حدد هندسيا صور المجالات ، [ ]1,3I =  

]و ]1,1J = ] و− ]0, 2K     .f بالدالة=

)أنشىء . 4 )gC في معلم متعامد و ممنظم ، ثم حدد هندسيا صور المجالات [ [4, 3I = − −  

[و ]0, 4J  و =
3 1,
2 2

K ⎤ ⎡= − −⎥ ⎢⎦ ⎣
    .g بالدالة

  :مركب دالتين عدديتين -)2
 :تعريف •
) على التوالي بحيثJ وI دالتين عدديتين معرفتين على مجالينg وf لتكن )f I J⊆.   

  : بما يلي I المعرفة على المجالh في هذا الترتيب الدالة g وfنسمي مركب

( ) ( )h x g f x= ⎡ ⎤⎣    .Iن مx  لكل⎦
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g بالرمز h     يرمز للدالة  fD إذن ، :  

                  
( ) ( )

:
I

g f
x g f x g f x

→

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

\
D

6 D
.     

 :مثال •
): بحيث  g وfنعتبر الدالتين العدديتين ) 2 2f x x x= )  و − ) 2 2g x x x= +  

)أحسب. 1 )g f xDو ( )f g xDلكل  x ثم قارن\ من ، g fDو f gD.   

)أحسب. 2 )f f xDو ( )g g xDلكل x من \.    

 :ملحوظة •
g: بصفة عامة  f f g≠D D  هذا يعني أن تركيب الدوال عملية غير تبادلية ، .  

 :تعميم •
  : على التوالي ، فإن gD وfD دالتين عدديتين معرفتين علىg وfإذا كانت

       ( ){ }/g f f gD x D f x D= ∈ ∈D و لدينا ، :  

                           
( ) ( )

:
g fD

g f
x g f x g f x

→

= ⎡ ⎤⎣ ⎦

D \
D

6 D
  

 :مثال •
):  بحيث g وfنعتبر الدالتين العدديتين ) 2f x x x= )  و + ) 6g x x= −.    

gحدد. 1 fD D وf gD D.    

)ثم أحسب  )g f xDلكل xمن g fD Dو ( )f g xDلكل xمن f gD D.    

g  حدد.2 gD Dو  ( )g f gD D D و  ( )g f fD D D  و ( ) ( )g f f gD D D D.    

  :رتابة مركب دالتين -)3
 :08خاصية •

) : على التوالي بحيثJ وI معرفتين على مجالين دالتينg وfلتكن        )f I J⊆.   

g على التوالي فإنJ وI نفس الرتابة على المجالينg وf إذا كانت ل- fDتكون   
    .Iتزايدية على المجال

g على التوالي فإنJ وI رتابة مختلفة على المجالينg وfنت ل و إذا كا- fDتكون   
    .Iتناقصية على المجال

 :ملحوظة •
g وf فإن لJ تزايدية على المجالgتإذا كان fDنفس الرتابة على المجال I  

g وf فإن لJ تناقصية على المجالgو إذا كانت fDرتابة مختلفة على المجال I.    
 :مثال •

):  المعرفة بما يلي hلننشىء جدول تغيرات الدالة العددية ) 2

1
2

h x
x x

=
+

  

h: لدينا  g f= D حيث  :( ) 2 2f x x x= )  و + ) 1g x
x

=.    

[ تناقصية قطعا على المجالينgو بما أن [ و∞−0,] h فإن ل∞+,0] g f= Dو f  

} ضمنIرتابة مختلفة على أي مجال }2,0hD = − −\.   

    :f إنطلاقا من جدول تغيرات الدالةhنستنتج إذن جدول تغيرات الدالة
  

−∞                  2−                  1−                   0                   +∞  x  
  
  
  

 
  

                  1−  
  
  
 

  

 
 
 
 

  

 
 

h  
 

  
  

 :15تمرين •

):  بحيث h وfنعتبر الدالتين العدديتين ) 1f x
x

)  و = ) 2

4 1xh x
x
−

=.    

h: ية تحقق  من الدرجة الثانgأوجد حدودية. 1 g f= D.    
 على كل h ، ثم إستنتج رتابة الدالةg وfأنشىء جدولي تغيرات الدالتين العدديتين. 2

[: مجال من المجالات التالية    و∞−0,]
10,
2

⎤ ⎤
⎥ ⎥⎦ ⎦

 و 
1 ,
2
⎡ ⎡+∞⎢ ⎢⎣ ⎣

  . و أنشىء جدول تغيراتها 

 :16تمرين •
):  بما يلي \ المعرفة علىfأنشىء جدول تغيرات الدالة. 1 ) 2 6f x x x= − + +.   

):  المتراجحة \حل في. 2 ) 1
2

f x f ، ثم إستنتج رتابة≤ fD  و أنشىء جدول تغيراتها . 
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-VII التمثيل المبياني للدوال x x a+63 وx ax6و ( )x E x6:   

x  الدوالتمثيل -)1 x a+6حيث a∈\:  
f:لندرس رتابة الدالة  x x6 و ننشىء منحناها ( )0C.    

] منy وxلكل x بحيث∞+,0] y≠ لدينا  :
( ) ( ) 1 0

f x f y
x y x y
−

=
− +

;  

] تزايدية قطعا على المجالfإذن   : ، ومنحناها يكون على الشكل التالي ∞+,0]

   

af:دالة العددية  نعتبر ال\* منaلكل x x a+6و ليكن ( )aCمنحناها   

) في معلم متعامد و ممنظم ), ,O i j
G JG

.   

]من جهة : لدينا  [,
afD a= − +∞  

): ومن جهة أخرى  ) ( )0a at C C=حيث at الإزاحة ذات المتجهة  هيu ai= −
G G

.   

] تزايدية قطعا على المجال afإذن فالدالة [,a− +∞.    

) في المعلم ننشىءل ), ,O i j
G JG

):  المنحنيات  )1C )  و − )1C و ( )3C:   

  

  
  
3x  الدوالتمثيل -)2 ax6 حيث *a∈\:   

):  بما يلي \ المعرفة علىaf نعتبر الدالة\ منaلكل ) 3
af x ax=   

)و ليكن )aCمنحناها في معلم متعامد و ممنظم ( ), ,O i j
G JG

.   

)المنحنى )aCمتماثل بالنسبة للنقطة Oلأن ، af دالة فردية .  

x بحيث\ منy وxلكل      و  y≠ لدينا :  

 
( ) ( ) ( )2 2a af x f y

a x xy y
x y
−

= + +
−

  

  : هناك حالتين  ، وa هي إشارة العددaf إشارة معدل تغير\+علىإذن 

0aفي حالة  • ; :   
   \− ، و بما أنها فردية فإنها أيضا تزايدية قطعا على\+ تزايدية قطعا علىafالدالة

   .\ تزايدية قطعا علىafو بالتالي فالدالة

0aفي حالة  • ≺ :   
   \−صية قطعا على ، و بما أنها فردية فإنها أيضا تناق\+ تناقصية قطعا علىafالدالة

  .\ تناقصية قطعا علىafو بالتالي فالدالة
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)لننشىء في المعلم ), ,O i j
G JG

) المنحنيات )1Cو ( )2Cو ( )1/3C.   

  
  

) تمثيل الدالة -)3 ):f x E x6:   

 :تعريف •
)الجزء الصحيح )E xلعدد حقيقي xهو أكبر عدد نسبي أصغر من أو يساوي x  

)  :هذا يعني أن  )E x k=   يكافىء   )k 1k  و [∋ x k≤ +≺.  (   

 :أمثلة •
] من المجالxلكل ):  لدينا 2,3] ) 2E x =.   

] المجال منxو بصفة عامة ، لكل [, 1k k k حيث+ ):  لدينا [∋ )E x k=.   

 :خلاصة و نتائج •
  : كالتالي [ نحو\ معرفة منf   دالة الجزء الصحيح

                    :
/ 1

f
x k k x k
→

≤ +
\ ]
6 ≺

   

] تابثة على المجالات من الشكلfإذن الدالة [, 1kI k k= k حيث + ∈]  

  . \ و هي دالة تزايدية على
 :خاصيات •

):  لدينا \  منxلكل - )x E x r= 0  حيث + 1r≤ <.    

):  لدينا [ من p و لكل\ من xلكل - ) ( )E x p E x p+ = +.   

) ، لكلوبصفة عامة -       ),x yلدينا \2 من :  

( ) ( ) ( )E x y E x E y ε+ = + 0ε  حيث + 1ε أو = =  

)و   ) ( ) ( )E x y E x E y ε− = − 1ε  حيث + = 0εو  أ− =.    
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