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Þëþa@åí‹ànÛa@

�y}*א�Xiא��:�
a,a)4لدينا لكل) 1 ',b,b')∈بحيث  b 'b  و≠0 0≠:  

                        (a,b) (a ',b')

1 0 1 0
M M

a b a ' b'

     × = ×         
  

      (a ba ',bb')

1 0
M

a ba ' bb' +

 = =   + 
    

     
'bb:بما أن  a):  فإن   ≠0 ba ',bb')M G+   مستقرة  قي G: ومنه ∋

( )2( ),×M 
 

1 المصفوفة) 2 0
I

0 1

 =    
I(0,1): تحقق  M=. إذنI هو العنصر  

,G) المحايد ل )×.  
b  بحيث∋(a,b)2 ليكن ):لدينا  . ≠0 )(a,b)det M b 0= ≠ 

) تقبل مقلوبا في M(a,b): إذن  )2( ),×M وهو : 

      ( ) 1(a,b)

b 01
M

a 1b

−  =   − 
 

) : نلاحظ أن  ) 1(a,b) a 1
,
b b

M M G
−

 −   

= ∈  

)2 تجميعي في × )Mإذن في Gبالأحرى . 
,G):من كل ما سبق نستنتج أن   . زمرة×(

a,a)3  حسب ما سبق أعلاه لدينا لكل ',b)∈بحيث  b 0≠    :  
(a,b) (a ',b) (a ',b) (a,b)M M M M× = :   إذا وفقط إذا ×

a ba ' a ' ba+ =  :  إذا وفقط إذا +
  (a a ')(1 b) 0− − b:   أي = a أو =1 a '=. 

a,a)3يكفي إذن أن نختار   ',b)∈  بحيث  : 
b a و ≠1 a  :  لكي تكون ≠'

    (a,b) (a ',b) (a ',b) (a,b)M M M M× ≠ × 
a,a):مثلا  ',b) (0,1, 1)=  :  نجد −

  (0, 1) (1, 1) ( 1, 1)M M M− − − −× = 
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,1)و   1) (0, 1) (1, 1)M M M− − −× = 
,G)إذن الزمرة  . ليست تبادلية×(

 
3 (H G⊂و H≠∅ (0,1):   لأنM H∈. 
 :  لدينا ∋('b,b)2كل ل

b' 0 ) bb' 0> ⇒ b)  و < 0> 
,G) مستقرة قي Hإذن  )×. 

b : 1و لدينا لكل عدد حقيقي 
b 0 0

b
> ⇒ > 

 : إذن 
1

(a,b) (a,b) a 1
,
b b

M H (M ) M H−
 −   

∈ ⇒ = ∈ 

,G)   زمرة جزئية للزمرةHومنه.   مستقرة بالمقلوبHإذن )×.  
 

2: لدينا ) 4 1 0 1 0 1 0
A

a 1 a 1 2a 1

         = × =                 
 

n: لنبين بالترجع أن  1 0
P(n) : A

na 1

 =    
 

 .صحيحة  P(1)لدينا
 :إذن  .P(n)نفترض أن

        1 0

(n 1)a 1

 =    + 
n 1 n 1 0 1 0

A A A
na 1 a 1

+      = × = ×         
 

   

):  ومنه  )* n 1 0
n A

na 1

 ∀ ∈ =    
 

 
�:א���Xiא���1�%

1(ϕ معرف لأن  : 
2 *2

(a,b) (a ',b')( (a,a ',b,b') ) M M (a,b) (a ',b')∀ ∈ × = ⇒ = 
ϕ شمولي لأن  :(a,b) يقبل (a,b)Mسابقا له . 

 ϕ  تبايني لأن: 
(a,b) (a ',b')

(a,b) (a ',b')

(M ) (M ) (a,b) (a 'b')

M M

ϕ = ϕ ⇒ =
⇒ =

 

 .  تقابل ϕ إذن
 ϕ  2لكل :  تشاكل لأن *2(a,a ',b,b')∈ × 

( ) ( )

( )( ) ( )( )

(a,b) (a ',b') (a ba ',bb')

(a,b) (a ',b')

M M M

(a ba ',bb') (a,b)T(a ',b')

M T M

+ϕ × = ϕ

= + =

= ϕ ϕ
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2(( )*,T× زمرة غير تبادلية لأنها صورة زمرة غير تبادلية  
 .بتشاكل تقابلي

):العنصر المحايد لهذه الزمرة هو : ملاحظة  )(0,1)M (0,1)ϕ = 
  : هو (a,b)ومماثل

      ( )( )1(a,b) a 1
,
b b

a 1
(a,b)' M M ,

b b

−

 −   

     = ϕ = ϕ = −       
 

3( 
 

( ) ( ) ( )( )(a,1) (a,1)(a,1)T...T(a,1) ' M T...T M '= ϕ ϕ 

   ( ) ( )( )( ) ( )( )( )'' n

(a,1) (a,1) (a,1)M ... M M= ϕ × × = ϕ 

                             ( )( ) ( )( )' 1

(na,1) (na,1)M M
−

= ϕ = ϕ     

                                         ( )( )na,1M ( na,1)−= ϕ = − 

):  ملخص  )(a,1)T...T(a,1) ' ( na,1)= − 
 

@ïãbrÛa@åí‹ànÛaZ@
 
 :بالتعويض المباشر نجد ) أ) 1

 2 2 2 2 2a d (ad bd) b d (ad bd)+ = − 
d: وبما أن   :  فإن ≠0

    
2 2 2a (a b) b d(a b)+ = − 

       ).3dاختزلنا ب (     
 
2b|(a)  : سب  أ حلدينا) ب b)a+ و بما أن  :d x y= :  فإن ∧

a b 1∧ 2a:  ومنه أيضا = b 1∧ :  ومنه حسب مبرهنة كوص =
b|(a b)+ .   إذنb|(a b) b a+ − = 

a: أي  b b∧ b:   ومنه = 1= 
 ) :           تصبح المتساوية أعلاه في  أ) ج

      2 2d(a 1) (a 1)a− = + 
a: ومنه  a أو =(0 1 (a 1= ⇒ =− 

aهذا يعني بالخصوص أن العبارة   . خاطئة=1

a: إذن  1≠ 
a)2: لدينا إذن  1)|(a 1)a− + 
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a): ونعلم أن  1) a 1− ∧ : حسب متطابقة بوزو والعلاقة  ( =
a (a 1) 1− − a)2: إذن كما سبق   ) = 1) a 1− ∧  ومنه حسب =

 : مبرهنة  كوص 

    (a 1)|(a 1)− + 
 : لدينا )  د

(a 1)|(a 1)
(a 1)|((a 1) (a 1))

(a 1)|(a 1)

 − + ⇒ − + − − − −
 

a): ومنه  1)|2−. 
aوبما أن  1 0− a:  فإن < 1 {1,2}− ∈ 

a: أي  a أو  =2 3= 

 
 فإنه يوجد (E) حلا للمعادلة (x,y) كان إذا: لدينا حسب ما سبق ) 2
*d∈ بحيث : 

   
2 2

x da

y d

a {2,3}

d(a 1) (a 1)a

 = = ∈ − = +

 

aإذا كان  d:  فإن =2 12= 

aإذا كان  d: فإن  =3 9=. 
(x,y): ومنه  {(24,2),(27,9)}∈ 

بإنجاز الحساب تحققنا من كون الزوجين أعلاه حلين للمعادلة ومنه 
 :مجموعة الحلول 

        S {(24,2),(27,9)}= 
 

@sÛbrÛa@åí‹ànÛaZ@
 

�y}*א�Xiא��:�
z: نضع ) 1 x yi=  :لدينا .∋(x,y)2: ث  بحي+

                                               M(z) (H) Re(P(z)) 0∈ ⇔ = 
           2 2Re(x y 2ixy (2 6i)(x yi)) 0⇔ − + − + + =      

2 2

2 2

Re((x y 2x 6y) i(2xy 6x 2y)) 0

x y 2x 6y 0

⇔ − − + + − − =
⇔ − − + =

 

:  ومنه 
2 2x y 2x 6y 0− − + =

  .(H)معادلة ديكارتية ل   
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:  لدينا )   2

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

2 2

x y 2x 6y 0 (x 1) (y 3) 8

X Y
1

8 8

− − + = ⇔ − − − =−

⇔ − =− 

X:    بحيث  x 1

Y y 3

 = − = −
 

 :  و Ω(1,3):   هذلول مركزه هو (H)ومنه 

                           
( ) ( )

2 2

2 2

X Y
1

8 8
− =− 

): معادلة له في المعلم  )1 2,e ,eΩ.  
a: لدينا : رأسان ال b 8= ):   ومنه الرأسان = )A 0,  و 8

( )A ' 0, ) في المعلم  −8 )1 2,e ,eΩ أي :( )A 1,3  و +8

( )A ' 3,3 )المعلم   في −8 )1 2,e ,eΩ. 
)معادلتا المقاربين في المعلم :   المقاربان  )1 2,e ,eΩ :  

   (D): Y X=       و         (D'): Y X=− 
): ومنه معادلتيهما في المعلم  )1 2O,e ,e:  

 (D): y 3 x 1− = :('D)     و  − y 3 1 x− = − 
 

(D) :أي  :y x 2= :('D) و   + y 3 x 4− =− + 

 
 :لم تطلب العناصر المميزة لكن نعطيها إتماما للفائدة : ملحوظة 

a: لدينا  b 8= 2:   ومنه = 2c a b 4= + = 

c: التباعد المركزي ومنه  4
e 2

a 8
= = = 

: الدليل المرتبط بها . F(0,4): البؤرة 
2a

( ):Y 2
c

∆ = = 

,F(0: البؤرة  : الدليل المرتبط بها  . −(4
2a

( ):Y 2
c

∆ =− =− 

)في المعلم   )1 2,e ,eΩ.  
 
 .انظر الشكل أسفله: الإنشاء ) 4

�:�א���Xiא���1�%
P(z): المعادلة ) 1 4 6i=  :   تكافئ −

            2z (2 6i)z 4 6i 0− + − + = 
2: مميزها المختصر هو  2' (1 3i) 4 6i 4 (2i)∆ = + + − =− =. 

1z: ومنه جذراها  1 3i 2i 1 i= + − =  و +

2z 1 3i 2i 1 5i= + + = + 
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}: ومنه مجموعة حلولها  }S 1 i,1 5i= + + 
 
4u: باستعمال صيغة حدانية نيوتن لدينا ) أ) 2 476 480i= − 

4u: ومنه  v 956 4i 4(239 i)= − =  :إذن   . −

                                    
4u v 4w (1)= 

tan(arg(u)):لدينا )  ب 5   و  =5
sin(arg(u)) 0

26
= > 

):  ومنه  ) [ ]arg(u) Arctan 5 2
2
π≡ ≡ −α π 

1: بالمثل 
tan(arg(w))

239
  و −=

1
sin(arg(w)) 0

169 2
=−  :    إذن >

           [ ]1
arg(w) Arctan 2

239

 ≡− π  
 

]   :ملخص  ]arg(u) 2
2

π≡ −α π  [ ]arg(w) 2≡−β π 

 :  أعلاه نستنتج أن (1)من العلاقة ) ج
    [ ]4arg(u v) arg(4w) 2≡ π 

]: ومنه  ]2 4 2
4
ππ− α+ ≡−β π . إذن :     

                 [ ]4 2 (2)
4
πα−β≡ π 

 : من جهة أخرى 

   1
0 1 0 0 4

5 4
π< < ⇒ <α< ⇒ < α<π 

1و  
0 1 0

239 4
π< < <⇒ < β< 

4: ومنه 
4
π− < α−β<π 



 7

):  أعلاه نستنتج أن (2)ومن   )k 4 k2
4
π∃ ∈ α−β= + π 

 : ومن المتفاوتة المزدوجة أعلاه نحصل على 

  k2
4 4
π π− < + π<π  1:     أي 3

k
2 4

− < k:   ومنه > 0= 

4: إذن 
4
πα−β= ومنه  : 

       
1 1

4Arctan Arctan
5 239 4

    π  − =         

 
Éia‹Ûa@åí‹ànÛa :  

�y}*א�Xiא���:�
): لدينا ) 1 ) n

2
x 0 g '(x) n 0

x
∀ > = +  ng  ومنه الدالة <

[تزايدية قطعا على    ومنه جدول تغيراتها∞+,0]

                       
x:  لندرس تغيرات الدالة ) 2 u(x) x lnx=  :لدينا   . −

     ( ) ( )1 1 x
x 0 u '(x) x 2

x2 x 2x x
∀ > = − = − 

u: و منه  '(x) 0 x 4> ⇔ u  و < '(x) 0 x 4= ⇔ = 
 .uلدالة  قيمة دنيا مطلقة لu(4)وهذا يعني بالخصوص أن 

): إذن  )∀ > ≥ = − = − >x 0 u(x) u(4) 2 ln4 2(1 ln2) 0 
1: لأن  ln(2) ln(e) ln(2)− = e و −  . تزايدية قطعاln و <2

): إذن  )*x x lnx 0+∀ ∈ − > 
 
I  المجاللة وتزايدية قطعا على متصngالدالة ) أ) 3 ]0, [= +∞ 

ngو  نحI تقابل من ngإذن  (I).1ا حسب السؤال لدين    : ( 
                    ng (I)= 

 .I في  ng  ب  nα يقبل سابقا وحيدا 0بالخصوص  

n: لدينا 

1
g n ln(n) 0

n

  = − >  
 )2سب السؤال  ح

n: و 

1
g 1 2ln(n) 0

n

  = − <  
n:  لأن   :هذا يعني أن . ≤3

                ( )
     < α <       n n n n

1 1
g g g

n n
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α>:   تزايدية قطعا فإن ngوبما أن   <n

1 1
n n 

: لدينا ) ب
→+∞ →+∞

     = =      n n

1 1
lim lim 0

n n
∞+→:  ومنه 

α =nn
lim 0 

�:א���Xiא���1�%

( )I   1 ( لدينا :
+ +

−

→ →
= =+∞x3

2x 0 x 0

f(x) 1
lim lim e

x x
 

 على اليمين و منحناها يقبل 0 لا تقبل الإشتقاق في fومنه الدالة 

 .المعلم أصل O طةقالن في الأراتيب لمحور موازي مماس نصف

2 ( →+∞ →+∞
= =x 3 2x x

x 1
lim f(x) lim 0

e xن  لأ : 

            
→+∞ →+∞

= =x 3 2x x

x 1
lim lim 0

e x
 

 .∞+ بجوار له مقاربا الأفاصيل محور يقبل (C)ومنه  

xلدينا لكل ) أ) 3 0> :  

  
2 1 1

x 1 x3 3 31 1 1 3x
f '(x) x x e x 1 x e f(x)

3 3 3x

− − − −
    − = − = − =      

):    إذن  ) 1 3x
x 0 f '(x) f(x)

3x
−∀ > = 

fإن إشارة حسب ما سبق ف) ب x:  هي إشارة ' 3x 1−  ومنه +
  : fجدول التغيرات للدالة 

             
  :fالدالة منحنى ) 4
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( )II    1
I ,1

3

 
 =
  

 

 قطعا  متصلة وتناقصيةfحسب الدراسة المنجزة أعلاه فإن ) أ) 1

1:  ومنه Iعلى 
f(I) f(1),f

3

   =     
 

1:لدينا 
f 0,5 1
3

  < <  
1    و    1

f(1)
e 3

=  :   إذن <

                  1 1
f(1) f 1

3 3

 < < <  
 

f(I):   ومنه  I⊂ 

): لدينا ) ب )x I f '(x) v(x)f(x)∀ ∈ 1 بحيث = 3x
v(x)

3x
−= 

: المحددة : لأن  (Iو هي دالة متخاطة تناقصية قطعا على 
3 1

3 0
3 0

−
=− 1: ومنه ) > 2

v(I) v(1),v ,0
3 3

       = = −        
 

): بالخصوص  ) 2
x I |v(x)|

3
∀ ∈  :  وبما أن  ≥

                   ( )x I |f(x)| 1∀ ∈ ≤ 
):    فإن  ) 2

x I |f '(x)| |v(x)||f(x)|
3

∀ ∈ = ≤ 

):  ملخص  ) 2
x I |f '(x)|

3
∀ ∈ ≤ 

  
 لدينا) ج   
 

1
x3

x 0x 0x 0
1

f(x) x ln(x) x ln(x)x e x 3
−

 > > >   ⇔ ⇔    = − =  = 

 

3
3

x 0x 0
x

g (x) 0ln(x) 3x 3ln(x)

 >>  ⇔ ⇔ ⇔ =α   =− =  
 

 

0: بالترجع ) أ )  2

1
u I

3
=  . واضح  :∋

  ( ) n n 1 n n 1n u I u f(u ) f(I) I u I+ +∀ ∈ ∈ ⇒ = ∈ ⊂ ⇒ ∈ 

): ومنه  ) nn u I∀ ∈ ∈ 
3: فإن ) ج) 1حسب السؤال ) ب 3f( )α =α .  أ) 3وحسب السؤال (

3: فإن 

1 1
3 3
<α 3:   ومنه > Iα ∈. 

nلكل  ∈ : n 1 3 n 3|u | |f(u ) f( )|+ −α = − α 
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 عنصران 3α و nuكلا من و بما أن  I قابلة للإشتقاق على fبما أن 
 nc فإنه حسب مبرهنة التزايدات المنتهية يو جد عنصر Iمن 

 :  بحيث 3α و nuما بين 
                      n 3 n n nf(u ) f( ) f '(c )(u )− α = −α 

 :ومنه 

 n 1 3 n n n n n

2
|u | |f '(c )||u | |u |

3+ −α = −α ≤ −α 
nc:                                 لأن  I∈ 

): إذن  ) n 1 3 n n

2
n |u | |u |

3+∀ ∈ −α ≤ −α 
 : بالترجع ) ج

n: لأجل   :  يكفي أن نبين أن =0

                    3

1 2
3 3

α − ≤ 

3: نعلم أن 

1 1
3 3
<α  : ومنه     >

     3

1 1 1 3 1 2
3 3 3 33

−α − ≤ − = 3:  لأن > 3< 

: نفترض أن  
n 1

n 3

2
|u |

3

+ −α ≤   
n لأجل  ∈. 

 : أعلاه ) حسب نتيجة السؤال ب

       
n 1 n 2

n 1 3 n 3

2 2 2 2
|u | |u |

3 3 3 3

+ +

+

     −α ≤ −α ≤ =       
 

):  ومنه  )
n 1

n 3

2
n |u |

3

+ ∀ ∈ −α ≤    

تتالية الهندسية  الم) د
n 1

2
3

+    
2:  لأن 0  تؤول إلى 

1
3
 وحسب >

 : المتفاوتة أعلاه فإن

n  المتتالية           n 0(u ) n و متقاربة  ≤ 3n
lim u
→+∞

=α 

 

( )III                 
8x

x
F(x) f(t)dt= ∫    ( x [0, [)∀ ∈ +∞ 

,0] متصلة على  fالدالة ) أ) 1  على G إذن تقبل دالة أصلية ∞+]
[0,  :     ومنه ∞+]

                     F(x) G(8x) G(x)= −   ( x [0, [)∀ ∈ +∞ 
 كفرق مركبات دوال قابلة للإشتقاق تقبل الإشتقاق على Fإذن 

[0, [+∞. 
,0]  من  xلدينا لكل  ) ب [+∞:  
   F '(x) 8G'(8x) G'(x) 8f(8x) f(x)= − = − 
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): أي  )8x x x 7x3 3 3F '(x) 16 x e xe xe 16e 1− − − −= − = − 
    [ [( ) ( )x 7x3x 0, F '(x) x e 16e 1− −∀ ∈ +∞ = − 

 : ومنه 

   4ln(2)
x

7
]  أو  = [( )x 0, F '(x) 0 x 0∀ ∈ +∞ = ⇔ = 

   [ [( ) 7x 4ln(2)
x 0, F '(x) 0 16e 1 x

7
−∀ ∈ +∞ > ⇔ > ⇔ < 

  : Fمنه تغيرات و

*F 4:  تزايدية قطعا علىln2
0,

7

 
 
  

 

 *F4: قصية قطعا على  تناln2
,

7

 
 +∞
  

 

  *4ln2
F

7

    
 .F قيمة قصوى مطلقة للدالة  

 
x: ليكن ) أ ) 2 x: لدينا  .∋+ 8x≤ ومنه : 

        33 3( t [x,8x]) t 8x 2 x∀ ∈ ≤ = 
:    إذن 

8x 8x
t t33

x x
F(x) t e dt 2 x e dt− −= ≤∫ ∫ 

           ( )8xt x 8x3 3

x
2 x e 2 x e e− − − = − = −  

        x 7x 7x32 x e (1 e ) 2f(x)(1 e )− − −= − = − 

fبما أن و ] على ≤0 ]x,8x فإن  :F(x)  :  ومنه ≤0

    
7x( x ) 0 F(x) 2f(x)(1 e )+ −∀ ∈ ≤ ≤ − 

:  نعلم أن ) ب
x
lim f(x) 0
→+∞

7x:    و لدينا =

x
lim (1 e ) 1−

→+∞
− =  

):  إذن  )7x

x
lim 2f(x)(1 e ) 0−

→+∞
−  وحسب المتفاوتة المزدوجة =

x:   أعلاه فإن 
lim F(x) 0
→+∞

= 
  : Fجدول التغيرات للدالة ) ج
 
       

                         
 
 

             
 


